o Théorémel2 :  ( Théoreme desdeux gendarmes)
Soit f , g et h trois fonctions, définies ou non en Xo , et définies sur un intervalle ouvert | contenant Xo ,

s f(x) <h(x) <g(x)pourtoutx e I, etsi lim f(x)= lim g(x)=a,aors lim h(x)=a

L’existencede lim f(x)=¢ et Itin)g(t) ne suffit pas en général adéerminer lim g(f (x)).

X = Xg

Toutefois, on ales théoremes :

O Théorémel3d : 1) S lim f(x)=¢ ets deplus Iinzg(x)zg(f),alors lim g(f (X)) =¢[ lim f(x)] =g(¥)
2) Si lim f(x)=¢ ets deplusf(x) = € sur unintervalle ouvert contenant Xo,

sauf éventuellement en xo, dlors  lim g(f (x)) = Itin/jg(t)

e Exemples:

89 Limites trigonométrigues

o Théorémeld : 1) lim sin(x) =sin(xo) 2) lim cos(x) = cos(Xo)
3 1im30) g
Xx—0 X
. Exercices: 1) lim1=CX) _ 5 9) limi=Cosx) 1 4
X—0 X x—0 %2 2
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810 Continuité d’ une fonction
10.1 Définitions
e Définition 6: Soit Xo un point adhérent de Ds . Lafonction f est continueenxo s lim f (x) = f(Xo) .

X—Xg

e remarque: onadonc lim f(x)=f(X0o) < xoe Dret lim f(x)= lim f(x)et lim f(x)="f(xo) .

e Exemples:

e Définition 7: Soit Xo un point adhérent de Dy .
Lafonction f est continue adroiteenxo s lim f(x) =f(xo) .
X—Xg

Lafonction f est continue agaucheenxosi lim f(x) =f(Xo) .
X Xg

e Exemples:
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e Définition 8: Unefonction f est continue sur I'intervalle ouvert ]a ;b[
s f est continue en Xo, pour tout Xo €]a;b[.
Une fonction f est continue sur I'intervalle fermé[a;b] si f est continue sur ]a ;b[
et s f est continue adroite en aet agaucheenb .

10.2 Théorémes

o Théorémel5 :  Sifetgsontcontinuesen Xo, lesfonctionsf+g, Af , f-g et f— (si g(x0)=0)
g

sont continues en Xo .

o Théorémel6 :  Sif estcontinueen Xo et g continue en f(xg), alorsg o f est continue en Xo .

e remarque: Aveclesthéorémes 14, 15 et 16 et les théoremes sur les limites, on démontre gque les fonctions
polynémes, rationnelles, trigonométriques, racine n-iéme sont continues sur leur domaine de définition.

O Théorémel7 : Sifestcontinuesur|l’intervale[a;b], '
aorsf ([a;b]) est un intervalle fermé comprenant f(a) et f(b). f1d)
fla) -
e Corollairedu théoreme 17 :Une fonction continue sur un f(b) -1 ---t ,
intervalle fermé [a ;b] admet un maximum absolu et un fle oo

minimum absolu sur cet intervalle. 05 i :

o Théorémel8 : (delavaleur intermédiaire)
Si f est continue sur I’intervalle[a;b] , alors pour tout nombrey
compris entre f(a) et f(b), il existeun nombrec e [a;b] tel quef(c) =y .

e Corollaireduthéoreme18: Sif est continuesur I'intervalle [a;b] et s f(a) et f(b) sont de signes contraires,
alorsil existe au moins un nombre ¢ €]a;b[ tel quef(c) =0.

o Théoréme19 : Unefonction continue strictement croissante sur [a,b] est bijective dans [f(a); f(b)] . ‘

o Théoréme20 : Laréciproque d unefonction f continue et strictement croissante (resp. décroissante) dans un
intervalle est une fonction f** continue et strictement croissante (resp. décroissante) dans
I’intervalle correspondant.

Prolongement d’une fonction par continuité en un point :

e Définition 9: Lorsgu’une fonction f n'est pas définieen xo, si lim f(x)=¢ , on peut construire
X

— Xy

f(x) et x=x,
une nouvelle fonction g ains : g(x) = ou

lim f(x) et x=x,
X=X

On appelle cette fonction g la prolongée par continuité de f en Xo .
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